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0.1 Derived Fanctor

モデル圏間の関手 F : C −→ Dが weak equivalenceを保つかどうかというのは重
要な疑問である。もし保つとするならば F ′ : Ho(C) −→ Ho(D) が導かれ、γD ◦F =
F ′ ◦ γC を満たす。

逆にこういった関手 F ′ : Ho(C) −→ Ho(D) が誘導されたなら、F は weak equiva-
lenceを保つ。だが、γD ◦F = F ′ ◦ γC を満たす関手を探すのは大変な事である。よっ

てそれに準じる derived fanctor というものを考える。これが存在しただけは weak
equivalenceを保存するとは言いがたいのだが、ある条件を満たしたときにはそれを
可能とする。

Definition 0.1.1

C をmodel categoryとする。関手 F : C −→ Dに対し、F の left derived fanctor
とは、

LF : Ho(C) −→ D , t : LF ◦ γ −→ F

という関手と自然変換の組 (LF, t)であり、次の universal form the leftという条件を
満たす。

同じく

G : Ho(C) −→ D , s : G ◦ γ −→ F

という関手と自然変換に対し、自然変換 s′ : G −→ LF が一意に存在し、

s = t ◦ s′γ : G ◦ γ −→ LF ◦ γ −→ F

を満たす。

同じようにして、F の right derived fanctorとは、

RF : Ho(C) −→ D , t : F −→ RF ◦ γ

という関手と自然変換の組 (RF, t)であり、次の universal form the rightという条件
を満たす。

本来 left(right) derived fanctorというのは、(LF, t), (RF, t)という組であるが、自
然変換がはっきりしている場合には省く場合がある。univarsal propatyが言う事の意
味は、LF,RF の一意性である。
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Remmark 0.1.2

Cをmodel categoryとする。F : C −→ Dに対し、F の left(right) derived fanctor
が存在すれば、それは natural equivalenceを除いて一意に定まる。

proof)　　 (LF, t) , (LF ′, s)を F の２つの left derived fanctorとする。このとき、
t′ : LF −→ LF ′ , s′ : LF ′ −→ LF が一意に存在し、

t = s ◦ t′γ : LF ◦ γ −→ F , s = t ◦ s′γ : LF ′ ◦ γ −→ F

を満たす。このとき、

t = t ◦ s′γ ◦ t′γ = t ◦ (s′ ◦ t′)γ

であり、同時に t = t◦1γであるので、s′, t′の一意性により s′◦t′ = 1である。t′◦s′ = 1
も言える。

□

Proposition 0.1.3

Cをmodel categoryとする。F : C −→ Dは cofibrant object間のweak equivalence
をDの isomorphismに移すとする。このとき、F の left derived fanctorである (LF, t)
が存在する。また、このとき cofibrantなX に対し、tX : LF ◦ γ(X) = LF (X) −→
F (X)は同型である。

双対的に、fibrant object間の weak equivalenceを D の isomorphismに移すとす
ると、right derived fanctorが存在する。

proof)　　 f
r∼ g : Cofibrant −→ Cofibrantとすると、以前のLemmaからF (f) =

F (g)となることがわかる。よって、F ′ :π Cc −→ D が誘導される。Q : C −→π Cc

を合成し、

F ′ ◦Q : C −→ D

を考えると、これは weak equivalenceを同型射に移す事がわかる。これより、

LF : Ho(C) −→ D

が誘導される。また、natural transformation

t : LF ◦ γ −→ F
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は、tX = F (pX) : LF ◦ γ(X) = F ◦ Q(X) −→ F (X) で定義すればよい。X が

cofibrantならば、QX = X と考えられる。よって、tX は恒等射と考えられる。正確

には同型射になる。

最後に univarsal form the leftを確かめる。(G, s)を Ho(C) −→ D , G ◦ γ −→ F

の関手と自然変換の組とする。このとき、

s′ : G −→ LF

を、s′X = sQX ◦G(γpX)−1 : G(X) −→ G ◦Q(X) −→ LF (X) = F ◦Q(X) で定義す
れば、(t ◦ s′γ)X = sX : G ◦ γ(X) −→ F (X)である。right derived fanctorも同様で
ある。

□

Definition 0.1.4

C,Dをモデル圏とし、関手 F : C −→ Dの total left derived fanctorとは、

γD ◦ F : C −→ Ho(D)

の left derived fanctorのことである。同様に、F の total right derived fanctorは

γD ◦ F : C −→ Ho(D)

の right derived fanctorである。

Remmark 0.1.5

C,Dをモデル圏とし、関手F : C −→ DはCにおける (co)fibrant object間のweak
equivalenceをDのweak equivalenceに移すとする。このとき、F の total (left)right
derived fanctorが存在する。

proof) 　　 γD : D −→ Ho(D) は weak equivalence を同型に移したので、Prop
0.1.3により成立する。

□

K.Brownはこの仮定をより簡略化した。

Lemma 0.1.6
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C, D をモデル圏とし、関手 F : C −→ D は C における (co)fibrant object 間
の acyclic (co)fibration を D の weak equivalence に移す。このとき、C における

(co)fibrant object間の weak equivalenceをDの weak equivalenceに移す。

proof) 　　 f : A −→ B を cofibrant 間の weak equivalence とする。このとき、
f + 1B : A

∐
B −→ B をMC5を用いて次のように分解する。

f + 1B : A
∐

B
j−→ C

p−→ B

ここで、j : cofibrationで p : acyclic fibrationである。A, BおよびCは cofibrantで
あるので、

j ◦ i0 : A −→ C, j ◦ i1 : B −→ C

は cofibrant間の cofibrationである。さらに、f, 1B , pがweak equivalenceでありMC2
により、j ◦ i0, j ◦ i1 が weak equivalenceである。仮定より、F (j ◦ i0), F (j ◦ i1) が
weak equivalenceとなる。また、F (p ◦ j ◦ i1) = F (1B) = 1 で weak equivalenceなの
で、MC2により F (p)が weak equivalence。よって、

F (f) = F (p ◦ j ◦ i0) = F (p) ◦ F (j ◦ i0)

により weak equivalenceである。
□

Remmark 0.1.7

C, D をモデル圏とし、関手 F : C −→ D は C における (co)fibrant object 間の
acyclic (co)fibrationを Dの weak equivalenceに移すとする。このとき、F の total
(left)right derived fanctorが存在する。

total left derived fanctor の存在は weak equivalence の保存ではなく、cofibrant
object間の acyclic cofibrationを weak equivalenceに移すかどうか確認すればよい。

Theorem 0.1.8

C, Dをモデル圏とし、F : C ⇐⇒ D : Gとする。

1)　 F は cofibrationを保ち、Gは fibrationを保つとする。
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このとき、total derived fanctorである LF,RF が存在し、

LF : Ho(C) ⇐⇒ Ho(D) : RG

となる。さらに加えて、

2) 　 C の cofibrant object である A と、D の fibrant object である X に対し、

f : A −→ G(X)が C の weak equivalenceであることと、f [ : F (A) −→ X が Dの

weak equivalence であることが同値であるとする。ただし、f [ は f の随伴である。

このとき、RF とLF は inverce equivalence of categoryである。（つまりLF ◦RF

とRF ◦ LF はそれぞれ identity fanctorと naturaly equivalentとなる）

この証明に入る前に次の Lemmaを考えておく。

Lemma 0.1.9

上記の Theoremの状況において 1)の仮定は次の条件と同値である。

1)’　 F は cofibrationと acyclic cofibrationを保つ。

1)”　 Gは fibrationと acyclic fibrationを保つ。

proof)　　 1) =⇒ 1)’を示す。i : A −→ B を C における acyclic cofibrationとす
る。このとき、Dの任意の fibrationである p : X −→ Y と可換図式、

F (A) X

F (B) Y

-α

?
F (i)

?

p

-
β

を考える。この図式が liftを持てばよい。それには、この図式の随伴を考えれば

A G(X)

B G(Y )

-α[

?

i

?
G(p)

-
β[
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で G は fibration を保つので G(p) は fibration である。i が acyclic cofibration で
あるので、この図式は lift をもつ。それを f : B −→ G(X) とおくと、その随伴
f [ : F (B) −→ X が求める liftである。これより、F (i)が acyclic cofibrationである。
逆も同様であり、1)”でも同じことが言える。

□

proof of Th 0.1.8)　　 Lemma 0.1.9により、F が acyclic cofibrationを保ち、G

が acyclic fibrationを保つので、Remmark 0.1.7の仮定を満たすため、total derived
fanctorである LF,RF は存在する。あとはこれらがAdjoin pairであることを示せば
よい。F : C ⇐⇒ D : Gという事は F が colimitを保ち、Gが limitを保つという事
である。よって、F は inicial objectを保ち、Gは terminal objectを保つ。さらに、
F が cofibrationを保ち、Gが fibrationを保つのだから、F は cofibrantを cofibrant
へ、Gは fibrantを fibrantへ移す。よって、C の cofibrant objectであるAと、Dの

fibrant objectであるX に対して、

HomC(A, G(X)) ∼= HomD(F (A), X)

の同型があり、left or right homotopicは随伴でも保存されるため、

HomHo(C)(A, G(X)) ∼= HomHo(D)(F (A), X)

が導かれる。任意の Ho(C)の objectであるAと、Ho(D)の objectであるXに対し、

HomHo(C)(A,RG(X)) = HomHo(C)(A,G(RX))
γ(pA)∗−→ HomHo(C)(QA,G(RX))

∼= HomHo(D)(F (QA), RX)
(γ(iX)−1)∗−→ HomHo(D)(F (QA), X) = HomHo(D)(LF (A), X)

という同型を考えれば、これにより

LF : Ho(C) ⇐⇒ Ho(D) : RG

となる。

また 2)の条件を満たすとする。Aを C の cofibrant objectとすると、

iF (A) : F (A) ∼−→ RF (A)

において RF (A)はDの fibrantであるから仮定よりこの随伴、

i]F (A) : A
∼−→ GRF (A)
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は C の weak equivalenceである。よってここで、Ho(C)において、

εA = 1]
LF (A) : A −→ RG(LF (A))

を考えると、Aは cofibrantであるから、RG(LF (A)) = GRFQ(A) = GRF (A)で
ある。よって、εA = γ(i]F (A))なので、εA は Ho(C)の同型である。今、Ho(C)の任
意の objectはある (co)fibrant objectと同型になるので、εA は任意の objectに対し
て同型となる。つまり、RG ◦LF は identity fanctorと natural equivalenceである。
双対的に LF ◦RGも identity fanctorと natural equivalenceになる。

□

注）　 fibranbt replacementの RX と right derived fanctorの RF を混同しない

ように。


